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课前推荐

如果你忘了极限是什么，看看这个视频
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复杂极限：从洛必达到泰勒公式

• 洛必达法则 (L’Hopital’s Rule)
• 适用情形： 0

0 或
∞
∞ 型未定式，其它形式可以转换为这两种。

• 结论：若 limx→x0 f (x) = 0 且 limx→x0 g(x) = 0，且
g ′(x) ̸= 0 在 x 充分接近 x0 时成立，则

lim
x→x0

f (x)
g(x) = lim

x→x0

f ′(x)
g ′(x)

• 局限性：求导后可能变得更复杂，或极限不存在。
• 泰勒公式 (Taylor Formula)

• 本质：用多项式逼近函数。
• 优势：将复杂的函数转化为幂函数，处理 0

0 型极限的终极武
器。

• Peano 余项形式 (x → x0):

f (x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)
k! (x − x0)k + o((x − x0)n)
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泰勒公式的注意点

概念辨析：
• 泰勒公式 vs 麦克劳林公式：后者是前者在 x0 = 0 处的特例。
• 泰勒多项式 vs 泰勒公式：前者是不含余项的多项式，后者
包含余项。

ex = 1 + x +
x2

2!
+ · · ·+ xn

n! + o(xn)

sin x = x − x3

3!
+

x5

5!
− · · ·+ o(x2n+1)

cos x = 1− x2

2!
+

x4

4!
− · · ·+ o(x2n)

ln(1 + x) = x − x2

2
+

x3

3
− · · ·+ o(xn)

(1 + x)α = 1 + αx +
α(α− 1)

2!
x2 + · · ·+ o(xn)
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余项的选择

• 皮亚诺余项 o((x − x0)n)：仅表示误差是比 (x − x0)n 高阶的
无穷小，用于计算极限和定性分析局部性质。

• 拉格朗日余项 Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x − x0)n+1：给出了误差的

具体表达式（ξ 在 x 与 x0 之间），用于近似计算的误差估计
和证明与高阶导数有关的不等式。

• 柯西余项 Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

n! (x − ξ)n(x − x0)：较少使用。

• 积分余项 Rn(x) =
1

n!
∫ x

x0 f (n+1)(t)(x − t)ndt：较少使用。
• 选择原则：计算极限时优先使用皮亚诺余项，若需估计误差
则使用拉格朗日余项 (证明题常用)
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期末考题

例：计算极限

•

lim
x→0

tan4 x√
1− x sin x

2 −
√

cos x
.

•

lim
x→0

(∑n
k=1 ax

k
n

) 1
x
.

•

lim
x→0

sin
(

x −
∫ x
0

√
1 + t2 dt

)
x3
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期末考题

例：给出泰勒公式

• 求下列函数在点 x = 0 处的泰勒公式，至所指定的阶数：
(1) ex sin x，四阶；
(2)

√
1 + x cos x，四阶。

• 函数

f (x) = 1− 2x + 5x2

(1− 2x)(1 + x2)

在 x = 0 处的 2n + 1 阶泰勒公式。
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多元函数的极限与连续

关键区别
一元函数仅有两个方向 (x → x+

0 , x → x−
0 )，而多元函数

(x , y) → (x0, y0) 有无穷多种逼近路径。
• 极限定义：

1 累次极限： lim
x→x0

lim
y→y0

f (x , y) 或 lim
y→y0

lim
x→x0

f (x , y)（先固定一
个变量，再让另一个变量变化）

2 重极限： lim
(x ,y)→(x0,y0)

f (x , y) （(x , y) 在二维平面上以任意方

式趋于 (x0, y0)）
• 极限存在：沿任意路径逼近，函数值都趋于同一个数 A。
• 判断不存在：若找到两条路径（如 y = kx 或 y = x2），使得
极限值不同，则极限不存在。

• 连续性：lim(x ,y)→(x0,y0) f (x , y) = f (x0, y0)。
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偏导数 vs 全微分

• 偏导数 (Partial Derivative): ∂f
∂x 仅代表沿 x 轴方向的变化

率，不代表函数在各方向的整体性质。
• 全微分 (Total Differential): 函数在某点“线性逼近”的存
在性。

∆z = A∆x + B∆y + o(ρ), ρ =
√

(∆x)2 + (∆y)2

核心逻辑链条：

可微 =⇒ 偏导存在 且连续

偏导存在⇏可微, 偏导存在⇏连续

偏导连续 =⇒ 可微 (充分条件)
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样题示例

有关偏导与全微分的计算与证明题

• 设函数 f (x , y) = xy（x , y > 0），求
∂f
∂x 与

∂f
∂y。

• 求函数 u =
( y

x
)z 在点 (1, 2,−1) 处的全微分。

• 证明：函数 f (x , y) =
√
|xy | 在点 (0, 0) 处连续，fx (0, 0)、

fy (0, 0) 存在，但 f (x , y) 在点 (0, 0) 处不可微。
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多元复合函数求导（链式法则）

全导数公式：设 z = f (u, v)，而 u = ϕ(x , y), v = ψ(x , y)，则：

∂z
∂x =

∂z
∂u

∂u
∂x +

∂z
∂v

∂v
∂x

∂z
∂y =

∂z
∂u

∂u
∂y +

∂z
∂v

∂v
∂y

记忆法：画出变量依赖关系的树状图，从因变量到自变量，路径
相乘，分叉相加。

一阶全微分的形式不变性
若 z = f (x , y)，但此时 x , y 被视为 t 的函数 x = u(t), y = v(t)，
则：

dz =
∂z
∂x dx +

∂z
∂y dy
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方向导数与梯度

• 梯度 (Gradient):

∇f =

(
∂f
∂x ,

∂f
∂y

)
梯度方向是函数变化率（增长）最大的方向。

• 方向导数: 沿方向 l⃗ = (cosα, cosβ) 的变化率：

∂f
∂l = ∇f · l⃗ = fx cosα+ fy cosβ

当方向 l⃗ 与梯度方向一致时，方向导数取最大值 |∇f |。
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期末考题

例：偏导数与可微性

• 定义三元函数 f : R3 → R 为

f (x , y , z) =


xyz

x2 + y2 + z2 , (x , y , z) ̸= (0, 0, 0)

0, (x , y , z) = (0, 0, 0)

回答下列问题.
1 求函数 f (x , y , z) 在 (0, 0, 0) 处的三个偏导数.
2 f (x , y , z) 在 (0, 0, 0) 处是否可微？试证明之.

• 设在 R3 空间中 Oxy 平面之外的点 (x , y , z) 处的电势
V =

(
2y
z

)x
。求出在点

(
1, 12 , 1

)
处电势 V 下降最快的方向

上的单位向量。
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多元泰勒公式与展开

将一元泰勒公式推广到二元函数 f (x , y) 在 (x0, y0) 附近的展开：

二阶泰勒公式

f (x0 +∆x , y0 +∆y) = f (x0, y0)

+

(
∆x ∂

∂x +∆y ∂

∂y

)
f (x0, y0)

+
1

2!

(
∆x ∂

∂x +∆y ∂

∂y

)2

f (x0, y0) + R2

应用：利用已知的一元泰勒展开（如 et , sin t）进行代换，可以
快速求出多元函数的近似多项式或高阶偏导数值。
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多元泰勒公式示例

例：求二元函数的泰勒展开

• 求函数 f (x , y) = ex sin y 在 (0, 0) 处的泰勒公式，展到二阶。
• 首先计算函数在点 (0, 0) 处的函数值及一阶、二阶偏导数：

f (0, 0) == 0, fx (0, 0) = 0,fy (0, 0) = 1

fxx (0, 0) = 0, fxy (0, 0) = 1,fyy (0, 0) = 0

根据二元函数在 (0, 0) 处的二阶泰勒公式：

f (x , y) =f (0, 0) + [fx (0, 0)x + fy (0, 0)y ]

+
1

2!
[fxx (0, 0)x2 + 2fxy (0, 0)xy + fyy (0, 0)y2] + o(ρ2)

f (x , y) = y + xy + o(x2 + y2)
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隐函数定理

核心结论

对于方程 F (x , y , z) = 0，若 Fz ̸= 0，则存在隐函数 z = z(x , y)。
求导公式：

∂z
∂x = −Fx

Fz
,

∂z
∂y = −Fy

Fz

推导思路：对方程两边同时关于 x 求偏导（将 z 看作 x 的函
数），利用链式法则解出 ∂z/∂x。
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无条件极值

第一步：求驻点，即解方程组 ∇f = 0 =⇒ fx = 0, fy = 0。
第二步：利用海森矩阵 (Hessian Matrix) 判定。令
A = fxx ,B = fxy ,C = fyy，判别式 ∆ = B2 − AC。

• ∆ < 0 且 A > 0 =⇒ 极小值
• ∆ < 0 且 A < 0 =⇒ 极大值
• ∆ > 0 =⇒ 非极值（鞍点）
• ∆ = 0 =⇒ 失效，需做进一步讨论
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条件极值：拉格朗日乘数法

求目标函数 f (x , y) 在约束 ϕ(x , y) = 0 下的极值。
1 构造拉格朗日函数：

L(x , y , λ) = f (x , y) + λϕ(x , y)

2 求驻点： 
∂L
∂x = fx + λϕx = 0
∂L
∂y = fy + λϕy = 0
∂L
∂λ = ϕ(x , y) = 0

3 求解：解方程组得到候选点，比较函数值确定最值。
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期末考题

例：隐函数与极值问题

• 证明：对于任意给定的 k ∈ R，存在 0 的开邻域 U 和 W，
存在唯一的函数 y = f (x)，x ∈ U，y ∈ W 满足方程

ekx + eky − 2ex+y = 0.

• 求函数 f (x) = (sin x) 2
3 + (cos x) 2

3 在闭区间
[
−π

2 ,
π
2

]
上的最

小值，并指明所有最小值点。
• 设二元函数 z = z(x , y) 是由方程

F (x , y , z) = z3 + x2z − 2y3 = 0 确定的隐函数。求 z(x , y)
在 (1, 1) 处最大的方向导数。

• 求欧氏空间 R3 中原点 O(0, 0, 0) 到曲面 (x − y)2 − z2 = 4
上的点的最短距离。

胡中山 北京大学经济学院

微积分进阶：从泰勒公式到多元微分 23 / 26



极限与泰勒公式 多元函数微分基础 微分学的应用 总结与展望

期末考题

例：综合类型

• 证明：对于任意给定的 k ∈ R，存在 0 的开邻域 U 和 W，
存在唯一的函数 y = f (x)，x ∈ U，y ∈ W 满足方程

ekx + eky − 2ex+y = 0.

• 求函数 f (x) = (sin x) 2
3 + (cos x) 2

3 在闭区间
[
−π

2 ,
π
2

]
上的最

小值，并指明所有最小值点。
• 设二元函数 z = z(x , y) 是由方程

F (x , y , z) = z3 + x2z − 2y3 = 0 确定的隐函数。求 z(x , y)
在 (1, 1) 处最大的方向导数。

• 求欧氏空间 R3 中原点 O(0, 0, 0) 到曲面 (x − y)2 − z2 = 4
上的点的最短距离。
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总结与展望

• 一元拓展：泰勒公式是分析局部性质的桥梁。
• 多元基础：全微分是核心，需厘清它与偏导、连续的关系。
• 计算核心：熟练掌握链式法则和隐函数求导。
• 应用场景：利用梯度和 Hessian 矩阵解决优化问题。

祝大家考试顺利
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